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                         ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 
                                          5ο ΚΡΙΤΗΡΙΟ 25-26  (⋆) 
 
                                Το κριτήριο αφορά το σύνολο της ύλης 

 
 

 
ΘΕΜΑ Α 
 
Α1. Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση 𝑓 είναι ορισμένη σ’ ένα διάστημα 𝛥 και η 𝐹 είναι μια       
παράγουσα της 𝑓 στο 𝛥, τότε   
 

• όλες οι συναρτήσεις της μορφής 𝑮(𝒙) = 𝑭(𝒙) + 𝒄, 𝒄𝝐ℝ 
                       είναι παράγουσες της 𝑓 στο 𝛥    

• κάθε άλλη παράγουσα 𝑮 της  𝒇 στο 𝛥 παίρνει τη μορφή 
𝑮(𝒙) = 𝑭(𝒙) + 𝒄, 𝒄𝝐ℝ 

                                                                                                                                         

                                                                                                  (Μονάδες 6)                                                                                                                                                    
 

Α2. Να διατυπώσετε το θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών. 
 (Μονάδες 3) 

 

Α3. Να διατυπώσετε το θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού . 
(Μονάδες 4) 

 

Α4. Να δώσετε ένα παράδειγμα συνάρτησης 𝑓: ℝ → ℝ που είναι 1-1 αλλά δεν είναι γνήσια 
μονότονη στο ℝ και να κάνετε τη γραφική παράστασή της.  

(Μονάδες 4) 
 

Α5.  Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λανθασμένη (Λ) κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις: 
 

α) Κάθε συνεχής συνάρτηση 𝑓 στο διάστημα 𝛥 έχει μέγιστη τιμή στο διάστημα αυτό.           Σ   Λ 
 

β) Αν η συνάρτηση 𝑓 ορίζεται στο διάστημα (𝜶, 𝒙𝒐) και δεν ορίζεται σε διάστημα (𝒙𝒐, 𝜷),                                                                                                         

τότε  𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒙𝒐
𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒙𝒐

−𝒇(𝒙).                                                                                    Σ   Λ  
 
 

γ) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι ρητή και ο βαθμός του αριθμητή είναι τουλάχιστον δύο μονάδες  

μεγαλύτερος του βαθμού του παρονομαστή, τότε η 𝐶𝑓 δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες.             Σ   Λ                              
 

δ) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο διάστημα [𝛼, 𝛽]  και 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼

> 0, 

τότε  𝑓(𝑥) ≥ 0, για κάθε 𝑥𝜖[𝛼, 𝛽].                                                                                        Σ   Λ 

                                                                                                                                         

 (Μονάδες 2x4)     
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ΘΕΜΑ Β 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου 𝒈′ μιας συνάρτησης 𝒈 ,     

η οποία είναι παραγωγίσιμη στο ℝ και έχει τιμή 𝒈(𝟎) = 𝟖.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B1. Να βρείτε την 𝒈′ και στη συνέχεια να δείξετε ότι                         

𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟖, 𝒙𝝐ℝ 

                                                                (Μονάδες 5) 

Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση 𝒇 με τύπο:  

𝒇(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝒈′(𝒙)
 

B2. Να μελετήσετε την 𝒇 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.                                           

(Μονάδες 5)    

Β3. Να μελετήσετε την 𝒇 ως προς την κυρτότητα. Έχει η 𝑪𝒇 σημεία καμπής;                  

 (Μονάδες 4)     

Β4. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της  𝑪𝒇  .                                                              

   (Μονάδες 4) 

B5.(i) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  𝑓. 

     (ii) Αν τα 𝑥1, 𝑥2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακρότατων της συνάρτησης  𝑓 και 𝛫 το σημείο        

     τομής των ασύμπτωτων να δείξετε ότι τα 𝛢(𝑥1, 𝑓(𝑥1)), 𝐾, 𝐵(𝑥2, 𝑓(𝑥2)) είναι συνευθειακά. 

                                                                                                                                     (Μονάδες 4+3) 
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ΘΕΜΑ Γ  

 

Στο εσωτερικό τετραγώνου ΑΒΓΔ , πλευράς  𝜶 = 𝟐√𝟐 , 

κατασκευάζουμε 4 τεταρτοκύκλια με κέντρα τις κορυφές 

του και ακτίνα 𝒙 και ένα κύκλο ακτίνας 𝒚 που εφάπτεται 

σε αυτά. Θεωρήστε δεδομένο ότι το κέντρο του κύκλου 

ταυτίζεται με το κέντρο του τετραγώνου. 

       

Γ1. Να δείξετε ότι: 
 

 

𝒙 + 𝒚 = 𝟐   και   𝟐 − √𝟐 ≤ 𝒙 ≤ √𝟐 
 

         (Μονάδες 2+3) 

 

Γ2. i) Να δείξετε ότι το συνολικό εμβαδόν που καταλαμβάνουν τα τεταρτοκύκλια και ο κύκλος 

δίνεται από τη συνάρτηση: 

𝜠(𝒙) = 𝟐𝝅[𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐]  ,   𝟐 − √𝟐 ≤ 𝒙 ≤ √𝟐 

 

ii) Να δείξετε ότι όταν το 𝜠 γίνεται ελάχιστο τότε το εμβαδόν του κύκλου είναι ίσο με το άθροισμα 

των εμβαδών των 4 τεταρτοκυκλίων. 

iii) Αν 𝜠𝒎𝒂𝒙 , 𝑬𝒎𝒊𝒏 είναι αντιστοίχως η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του εμβαδού 𝜠, τότε να 

δείξετε ότι   
𝜠𝒎𝒂𝒙

𝑬𝒎𝒊𝒏

<
𝟔

𝟓
 

 (Μονάδες 3+4+4)                                                                                                                                                                                                                                                 

Γ3. Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση:       
                    

𝒇(𝒙) = {
 𝜶𝒙 + 𝜷𝒙𝟐 + 𝝈𝝊𝝂(𝝅𝒙) ,       𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟏

        
𝜠(𝒙)

𝟐𝝅
− 𝟏                  ,      𝟏 ≤ 𝒙 ≤ √𝟐

   ,   𝝁𝜺 𝜶, 𝜷 ∈ ℝ 

 

α) Να βρείτε τα 𝜶, 𝜷 ∈ ℝ , ώστε η συνάρτηση 𝑓 να ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος 

Μέσης Τιμής στο διάστημα [0, √2  ].              
 (Μονάδες 5) 

β) Αν το σημείο 𝜧(𝒙, 𝒚), με 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ √𝟐,  κινείται στην 𝐶𝑓 και η τετμημένη του μεταβάλλεται 

με ρυθμό 𝑥′(𝑡) > 0, να βρείτε αν υπάρχει χρονική στιγμή 𝑡0  κατά την οποία:    

𝒚′(𝒕𝟎) = 𝒙′(𝒕𝟎)  
(Μονάδες 4) 
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ΘΕΜΑ  Δ 
 

Για τις συναρτήσεις 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ που έχουν συνεχή παράγωγο, ισχύουν τα εξής: 
  

• 𝒇(𝟏) = 𝟏 , 

• 𝒇′(𝟏) = 𝟎  

• 𝒇 κυρτή στο ℝ 

• 𝒇(𝒙) − 𝟏 ≥ (𝒙 − 𝟏) ∙ (𝒈(𝟎) − 𝟏), για κάθε 𝒙 ∈ ℝ 

• 𝒈(𝒙) ≠ 𝟎, για κάθε 𝒙 ∈ ℝ 

     𝜿𝜶𝜾  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒈(𝟏)

𝒈(𝟎)

= 𝒈(𝟎) − 𝟏 

 
Δ1. Να δείξετε ότι η 𝒇 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση 1 .                                          

 (Μονάδες 5) 

Δ2. α) Να δείξετε ότι 𝒈(𝟎) = 𝟏     

       β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝒈 δεν είναι 1-1 και έχει τουλάχιστον ένα κρίσιμο σημείο. 

(Μονάδες 5+5)   

Δ3. Να δείξετε ότι  𝒇′(𝒙)(𝒙 − 𝟏) + 𝟏 ≥ 𝒇(𝒙),  για κάθε 𝒙 ≥ 𝟏                                                                                      

                                                                                                                                     (Μονάδες 5)   

 

Αν επιπλέον οι συναρτήσεις 𝑭, 𝑮 είναι παράγουσες των 𝒇, 𝒈 αντιστοίχως, τότε 

 

Δ4. Να δείξετε ότι η εξίσωση: 

(𝒙 − 𝟏)(𝑮(𝒙) − 𝑮(𝟏)) + (𝒙 − 𝟐) (𝑭(𝒙) − 𝑭(𝟐) +
𝟏 + 𝒇(𝟐)

𝟐
) = 𝟎 

      έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα (𝟏, 𝟐). 

                                                                                                                                (Μονάδες 5) 

 

Καλή Επιτυχία ! 
 
(⋆) Το παρόν κριτήριο εξέτασης συντάχθηκε από την ομάδα διδασκόντων του Τομέα Μαθηματικών του    
        Φροντιστηρίου αξία και αποτελεί πνευματική τους ιδιοκτησία. Η χρήση του εκτός Φροντιστηρίου,    
        επιτρέπεται μόνο για εκπαιδευτικούς σκοπούς. Οποιαδήποτε άλλη χρήση ή αναπαραγωγή χωρίς   
        άδεια, μπορεί να επιφέρει τις προβλεπόμενες από το Νόμο κυρώσεις. 


