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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

3ο ΚΡΙΤΗΡΙΟ - ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

  ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 144 . 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα  141. 

Α3. Για κάθε 𝒙 ∈ 𝜟  έχουμε: 

  (𝝀𝑭 + 𝝁𝑮)′(𝒙) = (𝝀𝑭)′(𝒙) + (𝝁𝑮)′(𝒙) = 𝝀𝑭′(𝒙) + 𝝁𝑮′(𝒙) = 𝝀𝒇(𝒙) + 𝝁𝒈(𝒙) = 

                               = (𝝀𝒇 + 𝝁𝒈)(𝒙) επομένως η 𝝀𝑭 + 𝝁𝑮 είναι αρχική της 𝝀𝒇 + 𝝁𝒈 στο 𝜟. 

Α4. Σχολικό βιβλίο σελίδα 216. 

Α5. α=Λ,  β=Λ,  γ=Σ,  δ=Σ 

 

  ΘΕΜΑ Β 
 

Β1. Η συνάρτηση 𝒇 είναι παραγωγίσιμη στο (−1,+∞), ως σύνθεση και διαφορά παρ/μων, με: 

𝒇′(𝒙) = 𝜶 −
𝟏

𝒙 + 𝟏
  ,   𝒙 ∈ (−𝟏,+∞) 

Τώρα βλέπουμε ότι: 

• η 𝒇 παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 𝒙𝝄 = 𝟎 ,  

• το  𝒙𝝄 = 𝟎  είναι εσωτερικό σημείο του  (−𝟏,+∞) = 𝑫𝒇 και 

• η 𝒇 είναι παρ/μη στο σημείο  𝒙𝝄 = 𝟎  

Άρα, από το θεώρημα Fermat, έχουμε 𝒇′(𝟎) = 𝟎 ⇔ 𝜶− 𝟏 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝟏 

 

Β2. Για κάθε 𝒙 ∈ (−𝟏,+∞), έχουμε: 

        𝒇(𝒙) =  𝒙 − 𝒍𝒏 (𝒙 + 𝟏) 

       𝒇′(𝒙) =  𝟏 −
𝟏

𝒙 + 𝟏
=

𝒙

𝒙 + 𝟏
 

Βρίσκουμε τώρα τις ρίζες και τα πρόσημα της 𝒇′.  

• 𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝒙 = 𝟎 

• 𝒇′(𝒙) > 𝟎 ⇔ 𝒙 > 𝟎 

• 𝒇′(𝒙) < 𝟎 ⇔ −𝟏 < 𝒙 < 𝟎 
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Άρα ισχύει ο πίνακας: 

𝑥 −∞          -1                          0                            +∞ 

𝑓′(𝑥)  − + 

𝒇  
 

 

 

 Αφού 𝒇′(𝒙) < 𝟎  στο  (−𝟏, 𝟎)  ,  𝒇′(𝒙) > 𝟎  στο  (𝟎,+∞)  και 𝒇 συνεχής στο  𝟎,  έπεται ότι  η 𝒇 

είναι γνησίως  φθίνουσα στο (−𝟏, 𝟎], γνησίως αύξουσα στο [𝟎, +∞) και παρουσιάζει ολικό 

ελάχιστο στο 𝒙𝝄 = 𝟎 , το 𝒇(𝒙𝝄) = 𝟎.  

Σημείωση:   Η 𝒇 δεν έχει άλλο ακρότατο αφού είναι παρ/μη στο ανοιχτό διάστημα 

(−𝟏,+∞) = 𝑫𝒇 και 𝒇′(𝒙) ≠ 𝟎 για κάθε 𝒙 ≠ 𝟎. 

Β3.(α) H συνάρτηση 𝑔 έχει πεδίο ορισμού το (0, +∞) και είναι συνεχής σ’ αυτό, ως πηλίκο και 

άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. Άρα αναζητούμε ασύμπτωτες μόνο στα άκρα του 𝐷𝑔.   

Παρατηρούμε τώρα ότι    

𝒈(𝒙) − (𝒙 + 𝟐) =
𝒍𝒏𝒙

𝒙
   ,   𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

άρα 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

[  𝒈(𝒙) − (𝒙 + 𝟐)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

 
𝒍𝒏𝒙

𝒙
 
∞/∞
=
𝑫𝑳𝑯

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝟏/𝒙

𝟏
= 𝟎. 

Επομένως, η ευθεία 𝜻: 𝒚 = 𝒙 + 𝟐 είναι πλάγια ασύμπτωτη της 𝑪𝒈 στο +∞. 

Επιπλέον 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

 𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

[𝒙 + 𝟐 +
𝒍𝒏𝒙

𝒙
] = −∞ 

Διότι:     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(𝒙 + 𝟐) = 𝟎 + 𝟐 = 𝟐  και  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

 
𝒍𝒏𝒙

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+
(
𝟏

𝒙
∙ 𝒍𝒏𝒙) = −∞ 

αφού  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(𝟏/𝒙) = +∞ και  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏𝒙 = −∞. 

Επομένως η ευθεία  𝒙 = 𝟎 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της 𝑪𝒈 .  

Β3.(β) Η εφαπτομένη ε της 𝑪𝒇 στο σημείο 𝜧(𝒙𝟏, 𝒇(𝒙𝟏)) έχει κλίση  𝝀𝜺 = 𝒇′(𝒙𝟏) 

𝜺 ⊥ 𝜻 ⇔ 𝝀𝜺 ∙ 𝝀𝜻 = −𝟏 ⇔ 𝝀𝜺 ∙ 𝟏 = −𝟏 ⇔ 𝒇′(𝒙𝟏) = −𝟏 ⇔
𝒙𝟏

𝒙𝟏 + 𝟏
= −𝟏 ⇔ 𝒙𝟏 = −

𝟏

𝟐
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Άρα η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 

𝒚 − 𝒇(−
𝟏

𝟐
) = 𝒇′ (−

𝟏

𝟐
) (𝒙 +

𝟏

𝟐
)  ⇔  𝒚 +

𝟏

𝟐
+ 𝒍𝒏(

𝟏

𝟐
) = −𝟏(𝒙 +

𝟏

𝟐
)   ⇔      

𝒚 +
𝟏

𝟐
− 𝒍𝒏𝟐 = −𝒙 −

𝟏

𝟐
⇔  𝒚 = −𝒙− 𝟏 + 𝒍𝒏𝟐     (𝜺) 

Β4.  

𝑰 = ∫ (𝒙 − 𝒇 (𝒙))𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∫ 𝒍𝒏(𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= ∫ (𝒙 + 𝟏)′𝒍𝒏(𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 

= [(𝒙 + 𝟏)𝒍𝒏(𝒙 + 𝟏)]𝟎
𝟏 −∫ (𝒙 + 𝟏) ∙

𝟏

𝒙 + 𝟏
 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝟐𝒍𝒏𝟐 − 𝟎 −∫ 𝟏𝒅𝒙 =
𝟏

𝟎

 

= 𝟐𝒍𝒏𝟐 − [𝒙]𝟎
𝟏 = 𝟐𝒍𝒏𝟐 − 𝟏, άρα 

𝑰 = 𝒍𝒏 (
𝟒

𝒆
) 

Και  

  𝑱 = ∫ (𝒈(𝒙) − 𝒙)𝒅𝒙 
𝒆

𝟏

= ∫ (
𝒍𝒏𝒙

𝒙
+ 𝟐)𝒅𝒙 = 

𝒆

𝟏

∫
𝒍𝒏𝒙

𝒙
𝒅𝒙 + 

𝒆

𝟏

∫ 𝟐𝒅𝒙 
𝒆

𝟏

 

Στο 1ο ολοκλήρωμα θέτουμε 𝒖 = 𝒍𝒏𝒙 με 𝒅𝒖 =
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙  

• για 𝒙 = 𝟏 είναι 𝒖 = 𝟎 

• για 𝒙 = 𝒆 είναι 𝒖 = 𝟏  

επομένως  

        ∫
𝒍𝒏𝒙

𝒙
𝒅𝒙 = ∫ 𝒖𝒅𝒖

𝟏

𝟎

 
𝒆

𝟏

= [
𝒖𝟐

𝟐
]
𝟎

𝟏

=
𝟏

𝟐
 

και 

        ∫ 𝟐𝒅𝒙 
𝒆

𝟏

= [𝟐𝒙]𝟏
𝒆 = 𝟐𝒆 − 𝟐 

Άρα   

  𝑱 = 𝟐𝒆 −
𝟑

𝟐
 

 

 



 

Σελίδα 4 από 11 
 

 ΘΕΜΑ Γ 

 

𝒇′(𝒙) = 𝟐 + 𝟐𝒙𝒆𝟐𝒙−𝒇(𝒙)  ,   𝒙 ∈ ℝ         (𝟏) 

Γ1. Η συνάρτηση 𝒈 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ ως πράξεις και σύνθεση παρ/μων , με 

𝒈′(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝒆𝒇(𝒙)−𝟐𝒙 ∙ (𝒇′(𝒙) − 𝟐) =
(𝟏)
𝟐𝒙 −𝒆𝒇(𝒙)−𝟐𝒙 ∙ 𝟐𝒙 ∙ 𝒆𝟐𝒙−𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝒆𝟎 = 𝟎 

Δηλαδή:  𝒈′(𝒙) = 𝟎,   𝒙 ∈ ℝ. 

Από τις συνέπειες του ΘΜΤ, η 𝒈 είναι σταθερή, επομένως υπάρχει 𝒄 ∈ ℝ, ώστε: 

𝒈(𝒙) = 𝒄 ⇔ 𝒙𝟐 − 𝒆𝒇(𝒙)−𝟐𝒙 = 𝒄,   𝒙 ∈ ℝ       (𝟐) 

Για 𝒙 = 𝟎  η (𝟐) γίνεται 

𝟎 − 𝒆𝒇(𝟎) = 𝒄 ⇔ −𝒆𝟎 = 𝒄 ⇔ 𝒄 = −𝟏 

Άρα  

  (𝟐) ⇔ 𝒙𝟐 − 𝒆𝒇(𝒙)−𝟐𝒙 = −𝟏 ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝒆𝒇(𝒙)−𝟐𝒙 ⇔ 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝟏) = 𝒇(𝒙) − 𝟐𝒙 

Τελικά  

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝟏) ,   𝒙 ∈ ℝ 

Γ2.  Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, με 

𝒇′(𝒙) = 𝟐 +
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
=
𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
  ,   𝒙 ∈ ℝ 

Το τριώνυμο 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐 έχει αρνητική διακρίνουσα 𝛥 = −12, άρα είναι ομόσημο του 2, 

δηλαδή θετικό, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ.  

Επομένως  𝒇′(𝒙) > 𝟎, για κάθε 𝒙 ∈ ℝ και η συνάρτηση 𝒇 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

Η 𝒇′ είναι παραγωγίσιμη , με 

𝒇′′(𝒙) = (𝟐 +
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
)
′

=
𝟐(𝒙𝟐 + 𝟏) − 𝟐𝒙𝟐𝒙

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
=
 𝟐(𝟏 − 𝒙𝟐)

  (𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
   ,   𝒙 ∈ ℝ 

Τα πρόσημα της 𝒇′′ ταυτίζονται με εκείνα του διωνύμου  𝟏 − 𝒙𝟐, άρα ισχύει ο πίνακας: 

𝒙 −∞                 -1                        1                      +∞ 

𝒇′′(𝒙) − + − 

𝒇′  
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Επειδή επιπλέον η 𝒇′ είναι συνεχής στο ℝ, προκύπτει ότι η 𝒇′ είναι 

•  γνησίως φθίνουσα στο (−∞,−𝟏]  

•  γνησίως  αύξουσα στο [−𝟏, 𝟏]  

•  γνησίως φθίνουσα στο [𝟏, +∞) 

και παρουσιάζει  

• τοπικό ελάχιστο στο -1, το 𝒇′(−𝟏) = ⋯ = 𝟏 

• τοπικό μέγιστο στο 1, το 𝒇′(𝟏) = ⋯ = 𝟑 

 

Γ3. Αφού οι συναρτήσεις 𝒇, 𝒇′  ορίζονται στο ℝ, η ανίσωση           

𝒇 (𝒇′(𝟏 + 𝒍𝒏𝟐𝒙)) < 𝒇 (
𝟏𝟒

𝟓
)      (𝟑) 

ορίζεται όταν ορίζεται ο 𝒍𝒏𝒙, ισοδύναμα αν  𝒙 > 𝟎. 

Για κάθε 𝒙 ∈ (𝟎,+∞), έχουμε: 

(𝟑)
𝒇↑
⇔ 𝒇′(𝟏 + 𝒍𝒏𝟐𝒙) <

𝟏𝟒

𝟓
 

Παρατηρούμε τώρα ότι 𝒇′(𝟐) = 𝟏𝟒/𝟓 και η ανίσωση γίνεται 

𝒇′(𝟏 + 𝒍𝒏𝟐𝒙) < 𝒇′(𝟐) 

Για κάθε 𝒙 > 𝟎, έχουμε: 𝒍𝒏𝟐𝒙 ≥ 𝟎 ⇔ 𝟏+ 𝒍𝒏𝟐𝒙 ≥ 𝟏 άρα οι αριθμοί 𝟏 + 𝒍𝒏𝟐𝒙 , 𝟐 ανήκουν και 

οι δυο στο διάστημα [𝟏, +∞) στο οποίο η 𝒇′ είναι γνησίως φθίνουσα. Άρα  

𝒇′(𝟏 + 𝒍𝒏𝟐𝒙) < 𝒇′(𝟐)
𝒇′↓
⇔𝟏+ 𝒍𝒏𝟐𝒙 > 𝟐 ⇔ 𝒍𝒏𝟐𝒙 > 𝟏 ⇔ |𝒍𝒏𝒙| > 𝟏 ⇔ 𝒍𝒏𝒙 < −𝟏  ή  𝒍𝒏𝒙 > 𝟏 

⇔ 𝒍𝒏𝒙 < 𝒍𝒏𝒆−𝟏  ή   𝒍𝒏𝒙 > 𝒍𝒏𝒆 ⇔ 𝟎 < 𝒙 <
𝟏

𝒆
  ή  𝒙 > 𝒆 

Τελικά οι λύσεις της (𝟑) είναι 𝒙 ∈ (𝟎,
𝟏

𝒆
) ∪ (𝒆,+∞).  

Γ4. (α)     

𝒉(𝒙) = {

   𝒇′(𝒙) ,     𝒙 > 𝟎   

𝟏 + 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙,   𝒙 ∈ [−𝝅, 𝟎]
 

Πεδίο ορισμού της 𝒉 είναι το 𝑫𝒉 = [−𝝅,𝟎] ∪ (𝟎,+∞) = [−𝝅,+∞)  
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Κρίσιμα σημεία της 𝒉 είναι τα εσωτερικά σημεία του 𝑫𝒉 στα οποία η 𝒉′ δεν ορίζεται ή 

μηδενίζεται. 

Εξετάζουμε πρώτα την παραγωγισιμότητα της 𝒉 στο (-π,+∞) 

• στο (-π,0) η ℎ(𝑥) = 1 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 είναι παρ/μη με 𝒉′(𝒙) = −𝟐𝜼𝝁𝒙𝝈𝝊𝝂𝒙 

• στο (0,+∞) η ℎ(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)  είναι παρ/μη με 𝒉′(𝒙) = 𝒇′′(𝒙) = 
𝟐(𝟏−𝒙𝟐)

  (𝒙𝟐+𝟏)
𝟐 

• στο 𝒙𝟎 = 𝟎, έχουμε 𝒉(𝟎) = 𝟐 = 𝒇′(𝟎) και: 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒉(𝒙) − 𝒉(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎−

𝟏 + 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙 − 𝟐

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎−

𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎−

−𝜼𝝁𝟐𝒙

𝒙
= 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

[−𝜼𝝁𝒙 ∙
𝜼𝝁𝒙

𝒙
] = −𝟎 ∙ 𝟏 = 𝟎                                             

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒉(𝒙) − 𝒉(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝒇′(𝒙) − 𝒇′(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝒇′′(𝟎) = 𝟐 

Εφόσον 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒉(𝒙)−𝒉(𝟎)

𝒙−𝟎
≠ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝒉(𝒙)−𝒉(𝟎)

𝒙−𝟎
  , η 𝒉 δεν είναι παρ/μη στο 0.  

Άρα το 𝒙𝟎 = 𝟎 είναι ένα από τα κρίσιμα σημεία της.  

Βρίσκουμε τώρα τα σημεία μηδενισμού της 𝒉′. 

Στο  (-π,0) είναι 𝜼𝝁𝒙 < 𝟎  άρα 

𝒉′(𝒙) = 𝟎 ⇔ −𝟐𝜼𝝁𝒙𝝈𝝊𝝂𝒙 = 𝟎 ⇔ 𝝈𝝊𝝂𝒙 = 𝟎 ⇔ 𝒙 = −
𝝅

𝟐
 

Άρα το 𝒙𝟏 = −𝝅/𝟐 είναι κρίσιμο σημείο της 𝒉.  

Στο (0,+∞)  

𝒉′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝒇′′(𝒙) = 𝟎
𝜞𝟐
⇔𝒙 = 𝟏  

Τελικά τα κρίσιμα σημεία της 𝒉 είναι 𝒙𝟎 = 𝟎, 𝒙𝟏 = −𝝅/𝟐 και 𝒙𝟐 = 𝟏. 

Γ4.(β) 

Αφού η 𝒉 είναι συνεχής είναι  

𝜥 = ∫ 𝒉(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

−𝝅/𝟐

= ∫ 𝒉(𝒙)𝒅𝒙
𝟎

−𝝅/𝟐

+∫ 𝒉(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 

= ∫ (𝟏 + 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙)𝒅𝒙
𝟎

−𝝅/𝟐

+∫ 𝒇′(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎

= 
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= [𝒙]−𝝅/𝟐
𝟎 + [𝒇(𝒙)] 𝟎

𝟏 +∫ 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙𝒅𝒙
𝟎

−𝝅/𝟐

= 𝟎 +
𝝅

𝟐
+ 𝒇(𝟏) − 𝒇(𝟎) + ∫ 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙𝒅𝒙

𝟎

−
𝝅
𝟐

= 

=
𝝅

𝟐
+ 𝟐 + 𝒍𝒏𝟐 + 𝑵 

Όπου τώρα  

𝑵 = ∫ 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙𝒅𝒙
𝟎

−𝝅/𝟐

= ∫ 𝝈𝝊𝝂𝒙(𝜼𝝁𝒙)′𝒅𝒙 =
𝟎

−𝝅/𝟐

[𝝈𝝊𝝂𝒙𝜼𝝁𝒙]−𝝅/𝟐
𝟎 −∫ (𝝈𝝊𝝂𝒙)′𝜼𝝁𝒙𝒅𝒙 =

𝟎

−𝝅/𝟐

 

= 𝟎 +∫ 𝜼𝝁𝟐𝒙𝒅𝒙 =
𝟎

−𝝅/𝟐

∫ (𝟏 − 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙)𝒅𝒙 =
𝟎

−𝝅/𝟐

[𝒙]−𝝅/𝟐
𝟎 −∫ 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙𝒅𝒙

𝟎

−𝝅/𝟐

 

Άρα  

𝜨 = [𝒙]−𝝅/𝟐
𝟎 −𝜨 ⇔ 𝟐𝜨 =

𝝅

𝟐
⇔ 𝜨 =

𝝅

𝟒
 

Τελικά  

𝜥 =
𝝅

𝟐
+ 𝟐 + 𝒍𝒏𝟐 +

𝝅

𝟒
= 𝟐 + 𝒍𝒏𝟐 +

𝟑𝝅

𝟒
 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. Η συνάρτηση 𝑓 ορίζεται όταν 

𝒙 > 𝟎  𝜿𝜶𝜾  𝝀𝒙 − 𝒍𝒏𝒙 ≠ 𝟎  

Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση 

𝒌(𝒙) = 𝝀𝒙 − 𝒍𝒏𝒙 ,   𝒙 > 𝟎 𝝁𝜺 𝝀 ≥ 𝟏/𝟐 

Η 𝒌 είναι παραγωγίσιμη, με 

𝒌′(𝒙) = 𝝀 −
𝟏

𝒙
=
𝝀𝒙 − 𝟏

𝒙
=
𝝀

𝒙
∙ (𝒙 −

𝟏

𝝀
)   ,   𝒙 > 𝟎 

και  

• 𝒌′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝒙−
𝟏

𝝀
= 𝟎 ⇔ 𝒙 = 𝟏/𝝀 

• 𝒌′(𝒙) > 𝟎 ⇔ 𝒙−
𝟏

𝝀
> 𝟎 ⇔ 𝒙 > 𝟏/𝝀 

• 𝒌′(𝒙) < 𝟎 ⇔ 𝒙−
𝟏

𝝀
< 𝟎 ⇔ 𝟎 < 𝒙 < 𝟏/𝝀 

Επιπλέον η 𝒌 είναι συνεχής στο (𝟎,+∞), ως άθροισμα συνεχών. 
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Επομένως η 𝒌 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση 𝒙 = 𝟏/𝝀 το 

𝒌𝒎𝒊𝒏 = 𝒌(
𝟏

𝝀
) = 𝝀 ∙

𝟏

𝝀
− 𝒍𝒏 (

𝟏

𝝀
) = 𝟏 + 𝒍𝒏𝝀 

Είναι  

𝝀 ≥
𝟏

𝟐
⇔ 𝒍𝒏𝝀 ≥ 𝒍𝒏

𝟏

𝟐
⇔ 𝟏+ 𝒍𝒏𝝀 ≥ 𝟏 − 𝒍𝒏𝟐 ⇔ 𝒌(

𝟏

𝝀
) ≥ 𝒍𝒏𝒆 − 𝒍𝒏𝟐 > 𝟎 

Επομένως  

𝒌(𝒙) ≥ 𝒌(
𝟏

𝝀
) > 𝟎 , 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

Άρα 𝒌(𝒙) ≠ 𝟎 για κάθε 𝑥 ∈ (0,+∞), από το οποίο προκύπτει ότι 𝑫𝒇 = (𝟎,+∞) . 

 

Δ2. Δίνεται ότι: 

𝒇(𝒙) ≤
𝒙

𝝀
⇔ 𝒇(𝒙) −

𝒙

𝝀
≤ 𝟎 ,   𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝒙 ∈ (𝟎,+∞)  (𝟏) 

Ορίζουμε τη συνάρτηση 

𝝋(𝒙) = 𝒇(𝒙) −
𝒙

𝝀
  ,   𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

η οποία είναι παρ/μη, με  

𝝋′(𝒙) = 𝒇′(𝒙) −
𝟏

𝝀
=
𝝀𝒙 − 𝒍𝒏𝒙 − 𝒙(𝝀 −

𝟏
𝒙)

(𝝀𝒙 − 𝒍𝒏𝒙)𝟐
−
𝟏

𝝀
=  

𝟏 − 𝒍𝒏𝒙

(𝝀𝒙 − 𝒍𝒏𝒙)𝟐
−
𝟏

𝝀
   ,   𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

Παρατηρούμε τώρα ότι  

𝝋(𝟏) = 𝒇(𝟏) −
𝟏

𝝀
=
𝟏

𝝀
−
𝟏

𝝀
= 𝟎 

Άρα η (𝟏) γράφεται 

𝝋(𝒙) ≤ 𝝋(𝟏) ,   𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

 

Άρα 

• Η συνάρτηση 𝝋 παρουσιάζει ολικό (άρα και τοπικό) μέγιστο στο 1 

• Το 1 είναι εσωτερικό σημείο του (𝟎,+∞) 

• Η 𝝋 είναι παρ/μη στο 1, 
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Επομένως, από το θεώρημα Fermat, έχουμε: 

𝝋′(𝟏) = 𝟎 ⇔
𝟏

𝝀𝟐
−
𝟏

𝝀
= 𝟎 ⇔

𝟏 − 𝝀

𝝀𝟐
= 𝟎 ⇔ 𝝀 = 𝟏 

Δ3.(α)  Είναι:  

𝒇(𝒙) =
𝒙

𝒙 − 𝒍𝒏𝒙
  ,   𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

Η 𝒇 είναι παραγωγίσιμη, με 

𝒇′(𝒙) =
𝟏(𝒙 − 𝒍𝒏𝒙) − 𝒙(𝟏 −

𝟏
𝒙
)

(𝒙 − 𝒍𝒏𝒙)𝟐
=

𝟏 − 𝒍𝒏𝒙

(𝒙 − 𝒍𝒏𝒙)𝟐
  ,   𝒙 ∈ (𝟎,+∞) 

O παρονομαστής είναι προφανώς θετικός, άρα 

• 𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝟏− 𝒍𝒏𝒙 = 𝟎 ⇔ 𝒍𝒏𝒙 = 𝒍𝒏𝒆 ⇔ 𝒙 = 𝒆 

• 𝒇′(𝒙) < 𝟎 ⇔ 𝟏 − 𝒍𝒏𝒙 < 𝟎 ⇔ 𝒍𝒏𝒙 > 𝒍𝒏𝒆 ⇔ 𝒙 > 𝒆 

• 𝒇′(𝒙) > 𝟎 ⇔ 𝟏 − 𝒍𝒏𝒙 > 𝟎 ⇔ 𝒍𝒏𝒙 < 𝒍𝒏𝒆 ⇔ 𝟎 < 𝒙 < 𝒆 

Επιπλέον η 𝑓 είναι συνεχής ως παρ/μη, άρα 

είναι γνησίως αύξουσα στο (𝟎, 𝒆], γνησίως φθίνουσα στο [𝒆, +∞) και παρουσιάζει ολικό 

μέγιστο στο 𝒙 = 𝒆 το 𝒇(𝒆) =
𝒆

𝒆−𝟏
  . 

Βρίσκουμε τα όρια της 𝒇 στα άκρα του (0, +∞) = 𝑫𝒇  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(
1

𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
∙ 𝑥) = 0 ∙ 0 = 𝟎 

αφού 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑥 − 𝑙𝑛𝑥) = +∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑥 − 𝑙𝑛𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

1 −
𝑙𝑛𝑥
𝑥

=
1

1 − 0
= 𝟏 

αφού  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑙𝑛𝑥

𝑥
= 0  (δες Β3α) 

Τώρα ισχύουν τα παρακάτω: 

Η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 𝜟𝟏 = (𝟎, 𝒆] άρα 

𝒇( 𝜟𝟏) = (𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙), 𝒇(𝒆)] = (𝟎,
𝒆

𝒆 − 𝟏
] 

Η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 𝜟𝟐 = (𝒆,+∞) άρα 

𝒇( 𝜟𝟐) = (𝒍𝒊𝒎 𝒇(𝒙),
𝒙→+∞

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒆+

𝒇(𝒙)) = (1,
𝒆

𝒆 − 𝟏
) 
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Τελικά το σύνολο τιμών της 𝒇 είναι  

𝒇( 𝑫𝒇) = 𝒇( 𝜟𝟏) ∪ 𝒇( 𝜟𝟐) = (𝟎 ,   
𝒆

𝒆 − 𝟏
] 

Δ3.(β) Για κάθε 𝑥 ∈ (0,+∞), η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

𝒙𝒂 = 𝒆(𝒂−𝟏)𝒙 ⇔ 𝒍𝒏𝒙𝒂 = 𝒍𝒏𝒆(𝒂−𝟏)𝒙 ⇔ 𝒂𝒍𝒏𝒙 = (𝒂 − 𝟏)𝒙 ⇔ 𝒂𝒙 − 𝒂𝒍𝒏𝒙 = 𝒙 ⇔ 

𝒂(𝒙 − 𝒍𝒏𝒙) = 𝒙 ⇔ 𝒂 =
𝒙

𝒙 − 𝒍𝒏𝒙
⇔ 𝒇(𝒙) = 𝒂  (𝟐) 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• 𝜶 ≤ 𝟎    ή   𝜶 >
𝒆

𝒆−𝟏
  , τότε το  𝜶 ∉ 𝒇( 𝑫𝒇), επομένως η εξίσωση είναι αδύνατη  

• 𝟎 < 𝜶 ≤ 𝟏  ή   𝜶 =
𝒆

𝒆−𝟏
, τότε το 𝜶 ∉ 𝒇( 𝜟𝟐), επομένως η εξίσωση είναι αδύνατη στο 𝜟𝟐 

ενώ  𝜶 ∈ 𝒇( 𝜟𝟏) , επομένως η εξίσωση έχει ρίζα στο 𝜟𝟏 η οποία είναι μοναδική αφού 

η 𝒇 είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα αυτό. 

• 𝟏 < 𝜶 <
𝒆

𝒆−𝟏
 , τότε  𝜶 ∈ 𝒇( 𝜟𝟏) και 𝜶 ∈ 𝒇( 𝜟𝟐) επομένως, λόγω μονοτονίας της 𝒇 στα 

διαστήματα 𝜟𝟏 και 𝜟𝟐 , η εξίσωση έχει ακριβώς μία ρίζα στο 𝜟𝟏 και ακριβώς μία ρίζα 

στο 𝜟𝟐 

Τελικά το πλήθος # των λύσεων της εξίσωσης  (2) 

# =

{
 
 

 
   𝟎, 𝜸𝜾𝜶  𝜶 ∈ (−∞,𝟎] ∪ (

𝒆

𝒆 − 𝟏
  , +∞)

𝟏, 𝜸𝜾𝜶  𝜶 ∈ (𝟎, 𝟏] ∪ {
𝒆

𝒆 − 𝟏
}              

   𝟐,         𝜸𝜾𝜶  𝜶 ∈ (𝟏,
𝒆

𝒆 − 𝟏
)                            

 

Δ4. 

𝒈(𝒙) = { 
𝒇(𝒙) ,   𝒙 ∈ (𝟎, 𝟏)
 𝟎    ,       𝒙 = 𝟎

 

(α) Στο διάστημα (𝟎, 𝟏) η 𝒈 είναι πaρ/μη με  

𝒈′(𝒙) = 𝒇′(𝒙) =
𝟏 − 𝒍𝒏𝒙

(𝒙 − 𝒍𝒏𝒙)𝟐
 

Στο 0 έχουμε: 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) − 𝒈(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙 − 𝒍𝒏𝒙
= 𝟎 

αφού   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(𝒙 − 𝒍𝒏𝒙) = +∞  άρα 𝒈′(𝟎) = 𝟎. 
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Τελικά η 𝒈 είναι παραγωγίσιμη στο [𝟎, 𝟏). 

 

(β) Πρέπει να αποδείξουμε ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0,1) ισχύει  

𝒈(𝒙) ≥ (𝟏 − 𝒙)𝑯(𝒙),         (𝟑) 

Για κάθε  𝑥 ∈ [0,1)  έχουμε 𝟏 − 𝒙 > 𝟎, και 

(𝟑) ⇔
𝒈(𝒙)

𝟏 − 𝒙
≥ 𝜢(𝒙) ⇔

𝒈(𝒙)

𝟏 − 𝒙
− 𝜢(𝒙) ≥ 𝟎     (𝟒) 

Ορίζουμε την συνάρτηση  

𝜯(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝟏 − 𝒙
− 𝜢(𝒙),   𝒙 ∈ [𝟎, 𝟏) 

Αφού η 𝜢 είναι αρχική της 𝒉 στο [𝟎, 𝟏), θα ισχύει 𝜢′(𝒙) = 𝒉(𝒙), επομένως η 𝜯 είναι παρ/μη με: 

𝜯′(𝒙) =
𝒈′(𝒙)(𝟏 − 𝒙) + 𝒈(𝒙)

(𝟏 − 𝒙)𝟐
−𝜢′(𝒙) =

𝒈′(𝒙)(𝟏 − 𝒙) + 𝒈(𝒙)

(𝟏 − 𝒙)𝟐
− 𝒉(𝒙) =  

=
𝒈′(𝒙)(𝟏 − 𝒙) + 𝒈(𝒙)

(𝟏 − 𝒙)𝟐
−

𝒈(𝒙)

(𝟏 − 𝒙)𝟐
=
𝒈′(𝒙)(𝟏 − 𝒙)

(𝟏 − 𝒙)𝟐
    ,   𝒙[𝟎, 𝟏) 

Βλέπουμε τώρα ότι για κάθε 𝒙 ∈ (𝟎, 𝟏) είναι  

 𝒈′(𝒙) = 𝒇′(𝒙) > 𝟎 , από το Δ3(α), και 𝟏 − 𝒙 > 𝟎 

Άρα  𝜯′(𝒙) > 𝟎 στο (𝟎, 𝟏) και επειδή η 𝜯 είναι συνεχής στο 0 , ως παρ/μη, θα είναι γνησίως 

αύξουσα στο [𝟎, 𝟏). Επομένως : 

𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟏 ⇔ 𝑻(𝟎) ≤ 𝑻(𝒙) ⇔ 𝒈(𝟎) − 𝑯(𝟎) ≤
𝒈(𝒙)

𝟏 − 𝒙
− 𝜢(𝒙) ⇔ 

𝒈(𝒙)

𝟏 − 𝒙
− 𝜢(𝒙) ≥ 𝟎 ⇔ (𝟒) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


